QUELQUES REFLEXIONS INEVITABLES 



FRANK WAGNER 

Resume. Nous generalisation la construction de Frecon du radical 
inevitable aux groupes dans les theories stables et meme simples. 
Abstract. We generalize Frecon's construction of the inevitable 
radical to groups in stable and even simple theories. 



1. Introduction 

Dans [Jj Olivier Frecon a defini un sous-groupe definissablement 
caracteristique d'un groupe de rang de Morley fini, le sous-groupe 
In(G') des elements inevitables, sous-groupe minimal tel qu'on puisse 
esperer construire une geometrie sur G/ln{G). Nous allons generaliser 
ses definitions au cas d'un groupe stable, ou encore hyperdefinissable 
dans une theorie simple, et etudier les proprietes des sous-groupes ob- 
tenus. 

2. Les definitions inevitables 

Rappelons d'abord les definitions (ou plutot les caracterisations equi- 
valentes) de [1] : 

Definition 2.1. Soit G un groupe de rang de Morley fini. Une fa- 
mille definissable J-" de sous-groupes connexes de G est geometrique si 
I'ensemble {gf G G : 3! F G J-" (? G F} est generique dans G. 

Un element g E G est geometrique s'il y a une famille geometrique 
J-" avec g ^[JJ^- 

G est geometrique si tout element non-trivial de G est geometrique. 
Un element non-geometrique est inevitable. L'ensemble des elements 
inevitables est note In(G'). 

Frecon montre que In(G) est un sous-groupe definissable et definis- 
sablement caracteristique de G. En plus, si J-' est geometrique pour G, 
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alors {F G J-" : In(G) < F} est geometrique, et done G/ln{G) est un 
groupe geometrique. 

Remarque 2.2. Puisque la famille J-" est definissable, les sous-groupes 
dans J-" sont uniformement definissables. Par contre, comme on ne sait 
pas si la connexite est une propriete definissable, on ne sait pas non plus 
si toute famille de sous-groupes connexes uniformement definissables 
est contenue dans une famille definissable de sous-groupes connexes. 
Plus generalement on ne sait pas si la famille des composantes connexes 
d'une famille de sous-groupes uniformement definissables est encore 
uniformement definissable. II n'est done pas clair si In(G) est le plus 
petit sous-groupe normal de G tel que le quotient soit geometrique. 

Si J-" est une famille geometrique d'un groupe de rang de Morley G, 
alors on pent definir une geometric naturelle dont les points sont les 
elements de G, et les droites les translates (a gauche) des sous-groupes 
dans J-". Alors generiquement deux points de G sont sur une droite 
commune unique. 

Frecon note qu'on doit aussi considerer les families geometriques des 
puissances cartesiennes de G : Pour le groupe additif d'un pur corps 
K algebriquement clos, In(i^) = K comme pour tout groupe minimal, 
mais In(i^ x K) est trivial. 

Definition 2.3. Soit G un groupe de rang de Morley fini et p„ : G — ?■ 
Y[i<cn ^ plongement g {g,l, . . . ,1). On pose 

lnp{G)=[]p-\lnC[[G)). 

n>0 i<n 

Alors Inp(G) est definissable, definissablement caracteristique, con- 
tenu dans In(G), et verifie Inp(G/Inp(G)) = 1. De plus, 

lnp{l[G) = l[lnp{G). 

Exemple 2.4. [2] Soit G un groupe de rang de Morley fini et C un sous- 
groupe de Carter (sous-groupe definissable connexe nilpotent presque 
auto-normalisant) genereux (dont la reunion des conjugues recouvre G 
generiquement). Alors la famille des conjugues de G est geometrique. 

Exemple 2.5. [Ij Soit G un groupe de rang de Morley fini et H un 
sous-groupe definissable sans torsion, d'indice fini dans son normali- 
sateur. Alors soit H admet une famille geometrique de sous-groupes 
propres, soit la famille de conjugues de H est geometrique dans G. 

En particulier, si if = C est un sous-groupe de Carter et G est un 
groupe simple connexe minimal, alors soit la famille de conjugues de 
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C est geometrique, soit C a une famille geometrique de sous-groupes 
propres et interprete un corps algebriquement clos. 

Nous conseillons Particle de Frecon [Ij pour une analyse des groupes 
geometriques algebriques et une discussion des groupes geometriques 
de rang de Morley fini. Pour plus de renseignements sur les groupes 
stables, auxquels nous clierclions a generaliser les resultats de Frecon, 
le lecteur pourra consulter [3] , |1| ou [B] ; quant aux theories simples et 
leurs groupes hyperdefinissables il y a [S] , [7] et [S] . 

3. RAJOUTONS UN PEU DE SIMPLICITE ! 

Les definitions ci-dessus restent raisonnables dans le contexte plus 
general des groupes w-stables, oii les composantes connexes existent et 
sont definissables. Dans un groupe stable, les composantes connexes 
ne sont a priori que type-definissables, donnees par une intersection 
infinie de sous-groupes definissables d'indices finis ; de plus, le contexte 
naturel dans une theorie stable sont les groupes type-definisables. Pire 
encore, pour un groupe hyperdefinissable dans une theorie simple, les 
composantes connexes dependent des parametres, et meme dans le cas 
type-definissable la question si un tel groupe est intersection de groupes 
definissables reste ouverte. 

Definition 3.1. Soit G un groupe hyperdefinissable sur A, et H un 
sous- groupe de G hyperdefinissable sur B. 

- Un sous-groupe hyperdefinissable K de G est commensurable avec 
H si H n K est d'indice borne dans H et dans K. 

- H est localement connexe si H est egal a tout H"' , conjugue de H 
par un element de G ou par un automorphisme modele-theorique 
fixant A, des que H et H"' sont commensurables. 

- B est le parametre canonique de H (sur A) si tout automorphisme 
fixant A stabilise H si et seulement s'il fixe B. 

La notion de connexite locale depend du groupe ambient G et de ses 
parametres A. 

Fait 3.2. - SoitG un groupe type-definissable sur A dans une theorie 
stable, et H < G un sous-groupe type-definissable. Alors H possede 
un parametre canonique, et sa composante connexe est locale- 
ment connexe. Si H est relativement definissable, alors H possede 
un parametre canonique imaginaire fini, et I 'intersection de tous 
les A-conjugues et de tous les G-conjugues de H commensurables 
avec H est un sous-groupe H^^ relativement definissable localement 
connexe d'indice fini dans H . 
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- [HI Corollary 4.2.10, Corollary 4.5.16 et Lemma 4.5.19] Soit G un 
groupe hyperdefinissable sur A dans une theorie simple, et H < G 
un sous-groupe hyperdefinissable. Alors il existe un sous-groupe H^"^ 
hyperdefinissable localement connexe commensurable avec H ; si 
G est type- definis sable et H relativement definissable, alors H^'^ 
est relativement definissable. Tout groupe localement connexe a un 
parametre canonique. 

Remarque 3.3. Soit F = {GCiFc : c \= p} une famille de sous-groupes 
relativement definissables localement connexes dans une theorie simple 
telle que definisse un groupe pour tout c (par exemple si le groupe 
ambient G est definissable). Pour c \= p soit n{ip, k) = D*{Gn Fc, (p, k) 
le {(p, /c)-rang local de G fl F^. Alors si c', c" |= p et 

D*{G n F^, n F^., if, k) > n{^, k) 

pour tout (<^, /c), alors GflFc/ et GflFc" sont commensurables, et done 
d = c". Par compacite il y a un ensemble fini {{ipi,ki) : i < n}, une 
formule ipo E p et un ensemble definissable X D G tels que 

Mc') A Mc") A /\D*{Xn F,, n if,, h) > n{<fi, ki) 

implique c' = c". Soit ^(x) la formule 

^o(x) A /\D*{Xr] F^, ifii, ki) > n{ipi, ki). 

i<n 

Alors la famille ^ = {G (1 Fc : c \= ip} est une famille definissable de 
sous-groupes localement connexes de G. 

A partir de maintenant soit G un groupe hyperdefinissable sur dans 
une theorie simple. Comme nos families de sous-groupes ne consistent 
plus de groups connexes, mais localement connexes, il convient de re- 
lacher un peu la condition d'unicite dans la definition d'une famille 
geometrique. 

Definition 3.4. Soit A un ensemble de parametres. La famille J-' des 
y4-conjugues d'un sous-groupe localement connexe hyperdefinissable de 
G est (pseudo-) geometrique si IJ J-" est generique, et si pour tout g E G 
generique I'ensemble {F E : g E F} est de cardinal au plus 1 (resp. 
de cardinal borne). 

Un element g E G est (pseudo-) geometrique s'il y a une famille 
(pseudo-) geometrique J-'g avec g ^ [jJ^g- Le groupe G est (pseudo-) 
geometrique si tout element non-trivial de G est (pseudo-) geometrique. 

Un element non-(pseudo-)geometrique est (pseudo-)inevitable. 
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L'ensemble des elements inevitables est note In(G'), Tensemble des 
elements pseudo-inevitables "^{G). 

Si J-" est une famille (pseudo-)geometrique, puisque tons ses elements 
sont conjugues, la connexite locale implique que Fi et F2 dans J-" 
sont egaux des qu'ils sont commensurables. On notera aussi que tout 
membre de J-" contient un element generique de G (qui algebraise son 
parametre canonique, bien sur), comme tons les groupes dans J-" sont 
conjugues par A-automorphisme. 

Remarque 3.5. Soit J-" une famille hyperdefinissable sur A avec [JJ^ 
generique et {F E : g E F} de cardinal au plus un (resp. borne) pour 
tout g E G generique sur A. Soit Fq E et g E Fq generique de G sur 
A. Soit J-Q C la sous-famille des A-conjugues de Fq. Alors J-q est une 
famille (pseudo-)geometrique pour G. La condition que les elements de 
J-" soient conjugues sur A n'est done pas une vraie restriction. 

Remarque 3.6. Soit J-' = {G D Fc : c \= p} une famille geometrique 
de sous-groupes relativement definissables dans une tlieorie simple telle 
que Fc definisse un groupe pour tout c. Alors par compacite il existe 
un ensemble generique X de G et une formule ip E p te\ que pour 
tout c' 1= (p l'ensemble G fl Fc' est un sous-groupe localement connexe 
de G, et pour tout g E X il existe un unique Cg \= (p avec g E 
G n Fcg. Si done G est definissable, alors {G fl F^.' : c' |= (p} est 
une famille geometrique au sens de Frecon (sauf qu'on a remplace 
la connexite par la connexite locale, faute de pouvoir obtenir cette 
premiere definissablement). Reciproquement, si J-" est une famille geo- 
metrique sur A au sens de Frecon, g E G est generique sur A et 
Fc E J-' contient g, alors la famille des A-conjugues de Fc est une 
famille geomerique au sens de la definition 13.41 

Remarque 3.7. Si J-" consiste de sous-groupes connexes, alors I'element 
g E G generique qui est contenu dans un membre de J-" est forcement 
dans la composante connexe de G ; si la tlieorie est stable, il n'y a qu'un 
seul type possible, et on pent supposer des le depart que G soit connexe. 
En particulier notre definition 13.41 generalise bien celle de Frecon. 

Par contre, meme dans le cas stable, si J-" ne consiste pas de sous- 
groupes connexes, il n'y a pas raison que g soit generique principal, ni 
meme qu'un generique principal soit contenu dans un membre de J-" : 
Soit G le produit semidirect de Q avec une involution i qui agit par 
inversion, et J-" la famille de conjugues de (i). Alors G est cu-stable de 
rang 1 et degre 2 ; un generique non-principal est dans un seul membre 
de J^, et UJ^nG° = {0}. 
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Remarque 3.8. Afin d'eviter dcs cas degeneres on pcut demander 
dans la definition d'une famille geometrique T que les groupes F ^ T 
soient infinis, ou qu'un generiquc dc G nc soit pas etranger a F, ou 
encore que G soit F-analysable (conditions de plus en plus restric- 
tives). Inversement, nos preuves ne se servent de la connexite locale 
que pour s'assurer qu'un parametre canonique existe ; en utilisant des 
parametres de definition quelconques raisonnablement independants on 
pent se passer de cette hypothese. 

Remarque 3.9. Si T est une famille geometrique pour G, alors la 
famille des translates a gauche des sous-groupes dans T nous donne une 
geometric sur G tel que generiquement deux points sont sur au plus une 
droite commune. Si T n'est que pseudo-geometrique, cela nous donne 
une pseudo-geometrie : Generiquement deux points ne sont que sur un 
nombre borne de droites communes. Par compacite, si le parametre 
canonique d'un groupe dans T est un element imaginaire (par exemple 
si les groupes sont relativement definissables) , ce nombre borne est fini. 

Remarque 3.10. Si Ti est une famille (pseudo-) geometrique de Gj 
pour i = 1, 2 et Fi e et F2 e J-2 ont des parametres independants, 
alors la famille des conjugues de Fi x est (pseudo-) geometrique dans 
Gi X G2. 

Proposition 3.11. Soit A<Z.B, et F < G un sous-groupe localement 
connexe hyperdefinissable de parametre canonique c avec c^^^B. Si 
la famille Ta des A-conjugues de F est (pseudo-)geometrique, alors 
la famille J-'b des B-conjugues Vest. La reciproque est vrai pour les 
families pseudo-geometriques ; dans le cas d'une famille geometrique 
il faut supposer en plus que tp(c/A) soit stationnaire (par exemple si 
A = Sicl^'^{A) dans une theorie stable). 

Demonstration : Soit Ta (pseudo-)geometrique, et g E F generique de 
G sur A. On pent supposer g J^^^S. Par transitivitc B ^^gc, et g 
est generique sur B. Done [J J-'b est generique. Mais tout generique 
de G sur B est generique sur A, et J^b Q J^a- Done J^b est (pseudo-) 
geometrique. 

Pour la reciproque, supposons J-'b pseudo-geometrique. Evidemment 
[JJ^A ^ [JJ^B est generique dans G. Soit g & F generique de G sur A ; 
on pent supposer g ^^B. Soient q =a c les parametres canoniques 
des Fi e J^A avec g E F^ pour i G /. Si / n'est pas borne, on pent 
supposer (cj : i e /) indiscernable sur A et {ci : i & I) ^^^B, d'oia 

B J^^(ci : i e I). Comme p{X, c) — t-p{B/Ac) ne devie pas sur A, on 
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trouve une realisation 

B' 1= |Jp(X, a) avec 5' J^(q : z e /) ; 

on pent supposer en plus que 

B' 1 9, 

{A,Ci:i£l) 

d'oii B' S^A^' 5' generique sur 5' et e J^^/, Fimage de J-'b 

sous un A-automorphime envoyant B sur S'. Comme J^s est pseudo- 
geometrique, Tb' I'est aussi, est / doit etre bornee apres tout. 

Soit cnfin J^b geometrique et tp(c/A) stationnairc. Alors [JTa est 
generique ; so lent done g E F et {Fi,Ci : i & I) comme dans le para- 
graphe precedent. On suppose encore 

g±B et {ci:ieI)±B. 

A Ag 

Done Ci J^^-B pour tout i e / ; par stationarite Cj =b c et Fj e J^b- 
Puisque g est generique sur B et Tb est geometrique, |/| = 1. Done 
Ta est geometrique. □ 

Remarque 3.12. En particulier, dans une theorie simple In(G) et 
^'(G) sont invariants sous I'adjonction de parametres. 

Corollaire 3.13. Soit T une famille (pseudo-) geometrique pour G. Si 
g & G est (pseudo-)inevitahle, alors g & F pour tout F & T dont le 
parametre canonique c est independant de g sur A. 

Demonstration : La famille des A^r-conjugues de F est toujours 
(pseudo-)geometrique, done g e [jJ^g- Mais alors g E F. □ 

Corollaire 3.14. In(G) et ^(G) sont des sous-groupes de G definis- 
sablement et modele-theoriquement caracteristiques (c'est-d-dire inva- 
riant par automorphisme definissable ou modele-theorique) . 

Demonstration : Si J-' est une famille geometrique pour G et g, g' G 
In(G'), alors pour F G J-" de parametre canonique independant de g,g' 
on a. g,g' E F, et done g'g~^ G F, d'ou g'g~^ G In(G) : II s'agit bien 
d'un sous-groupe. Puisque In(G') est invariant sous I'adjonction de pa- 
rametres necessaires pour definir un automorphisme a, et comme J- est 
geometrique si et seulement si cr( J-") est geometrique pour tout automor- 
phisme definissable ou modele-theorique, In(G) est definissablement et 
modele-theoriquement caracteristique. 

La preuve dans le cas pseudo-geometrique est analogue. □ 
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Corollaire 3.15. S'il y a une famille geometrique non-triviale, In(G) 
ne contient aucun element generique. S'ily a une famille pseudo-geome- 
trique non-hornee, ne contient aucun element generique. 

Demonstration : Supposons que g G In(G') soit generique pour G, et 
soit une famille geometrique sur A. On pent supposer que A ^ g. 
Soient F,F'eJ-' de parametres canoniques c, c'. On pent les choisir 
tels que c, c' ^^9- Alors g E F et g E F' par le corollaire 13.13^ d'oii 
F = F' ei T est triviale. 

Si (? G '^{G) est generique et J-' est une famille pseudo-geometrique 
sur A, avec A g, on considere des groupes distincts Fj G J-" de pa- 
rametres canoniques q, pour i E L On pent supposer (ci)ig/ J^^ (?. 
Alors g E Fi pour tout i E I par le corollaire 13.131 Ainsi / et done J-" 
sont bornes. □ 

Theoreme 3.16. SiT est stable, In(G') ei\l'(G) sont hyperdefinissables 
sur 0. 

Demonstration : Soit J-" une famille geometrique, disons la famille des 
A-conjugues d'un groupe Fc localement connexe de parametre cano- 
nique c. On considere I'ensemble hyperdefinissable 

G^ = {gEG:3y^stp{c/A) [y ± g A g E Fy]. 

A 

Alors Gjr est un sous-groupe hyperdefinissable de G contenu dans [J J-'. 
Si g E G est inevitable, alors pour c' |= stp(c/74) avec c' J^^f? le co- 
rollaire 13.131 montre que g E F^', d'oii g E Gjr et In{G) C Gjr. Si 
(? G G est geometrique, il existe une famille geometrique avec g ^[jJ^, 
d'oii g ^ Gjr. Ainsi In(G) = f^jpGjr, ce qui est hyperdefinissable par 
la condition de chaine dans les theories stables. Comme In(G) est 0- 
invariant, il est hyperdefinissable sur 0. 

La preuve pour ^{G) est analogue. □ 

Corollaire 3.17. SoitT stable. Si J-' est une famille geometrique, alors 
In(G') < f]J^ ; si est pseudo-geometrique, alors "^{G) < H-^- 

Demonstration : Si J-" est 5-invariant, F E T avec parametre canonique 
c, et 5^ G In{G) est generique sur Be, alors g ^^c, d'oii g E F. Done 
In(G) < F, et In(G) < fl-^- 

La preuve dans le cas pseudo-geometrique est analogue. □ 

Corollaire 3.18. Soit T stable. 

- In(G) = {H-^ • ^ geometrique} . 

- '^{G) = f] {f]J^ : -F pseudo-geometrique} . □ 
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Corollaire 3.19. In et sont des radicaux, c'est-d-dire In(G'/In(G)) 
et \E'(G'/\E'(G')) sont triviaux. 

Demonstration : Soit T geometrique pour G. Comme In(G) < F pour 
tout F ^ J^, I'image ^ de dans G/In(G) est geometrique. Comme 
f]^f]T = ln{G), on a 

In(G/In(G)) < 00-^ = ( fl fl = HG)/HG) = 1. 

La preuve pour \1/ est analogue. □ 

Remarque 3.20. On pent alors definir Inp et \t'p de la meme maniere 
que Frecon (definition 12. 3p et obtenir que Inp(G) et ^p{G) sont des 
radicaux hyperdefinissables, definissablement et modele-theoriquement 
caracteristiques, et contenu dans In(G) et '^{G), respectivement. De 
plus, 

Inp(J]G) = ninp(G') et ^ p{^G) = \\^ p{G) . 

i<n i<n i<n i<n 

4. Dans le gas simple, les choses se compliquent... 

Si G est un groupe dans une theorie simple oii on n'a la condition 
de chaine qu'a indice borne pres, il convient de remplacer les groupes 
In(G) et "^{G) par des approximations In(G) et "^{G), comme c'est deja 
le cas pour le centralisateur, le normalisateur ou le centre approximatif 
Definition 4.4.9]. 

Theoreme 4.1. // existe un sous-groupe normal In(G') hyperdefinis- 
sable sur tel que In(G') < In(G'), et si T est une famille geometrique, 
alors F intersecte In(G) dans un sous-groupe d'indice borne pour tout 
F E J-". De meme, il existe un sous-groupe normal "^{G) hyperdefinis- 
sable sur tel que "^{G) < "^{G), et si T est une famille pseudo- 
geometrique, alors F intersecte "^{G) dans un sous-groupe d'indice 
borne pour tout F E J^. Les groupes In(G') et \1'(G) sont invariants sous 
automorphisme ^-definissable, et commensurables d leurs conjugues par 
un automorphisme definissable. 

Demonstration : Soit F = Fc un groupe dans une famille geometrique, 
et pf le type Lascar-fort de son parametre canonique c sur 0. On 
considere I'ensemble hyperdefinissable 

Xp = {geG:3y^PF[y^gAge Fy]}. 
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Soit X = f]p Xp- Puisque rintersection porte sur les differentes pos- 
sibilites pour pp G S'(bdd(0)), rintersection est bornee et X est hy- 
per definissable. 

Si g', g" G X sont independants, alors pour tout pp i\ j a. c', c" \= pp 
avec c' g' et g' G Fc' , ainsi que c" g" et g" G Fc" . Grace au 
theoreme d'independance on pent supposer c' = c" et c' g, g' . Alors 
g, g' G et g'g'^ G F^' ; comme ^f'^f"^ ^ c' on a g'g'^ G X^r, d'ou 
(^'^f^^ G X. On pose iJ = X^. Alors est un sous-groupe de G hy- 
perdefinissable sur bdd(0) par [5], Lemma 4.4.8], et X contient tons les 
types generiques de H. 

Si g & G est inevitable et J^a est une famille geometrique sur A = 
bdd(A), on choisit A' =bdd(0) ^ avec g^A'. Alors J^a' est toujours 
geometrique ; si F' G J^a' est de parametre c' canonique independant de 
g sur y4', alors g & F' par le lemme [3.13[ Comme c' par transitivite, 
on a 5f G Xpi = Xp, et done g e X, d'ou In(G) C X C if. 

Soit F G J^A de parametre canonique c, et h' & H generique sur Ac. 
Alors il y a c' \= Pp avec /;.' G Fc' et c' /;.'. Soit A' J^^, /i' tel que 
y4'c' =bdd(0) ^c, et 0" un bdd(0)-automorpliisme qui envoit A'c' sur Ac. 
Soit = a{h'). Comme h' A'c' on a Ac, et est generique dans 
H sur Ac. Comme h E F, ceci signifie que F intersecte H dans un 
sous-groupe d'indice borne. 

A priori la definition de H depend des parametres ; on denotera 
par Hb le groupe obtenu par la meme construction mais avec des pa- 
rametres B nommes. On montrera que Hb est un sous-groupe d'indice 
borne dans H. Soit done le type Lascar- fort sur du parametre 
canonique c d'un groupe F^ dans une famille geometrique. Soit p'p une 
extension non-deviante de pp sur bdd(-B) ; par la proposition 13. 1 II c'est 
le type Lascar-fort du parametre canonique d'une famille geometrique 
dont les parametre incluent B. Alors si /i G Hb est generique sur B, 
il y a c' 1= p'p avec h G F^/ et c' J^^ h. Mais c' B, d'oii c' ^ h et 
hex CH. Done Hb < H. 

Reciproquement, pour tout p'p type Lascar-fort sur B du parametre 
canonique d'un groupe dans une famille geometrique (avec B nomme) 
soit cp 1= p'p une realisation. Alors Fcp intersecte H dans un sous- 
groupe d'indice borne, et il y a /i G if generique sur B U {cp)p avec 
h G Fcp pour tout F. Done h BU (cp) p, d'oii h _^^cp pour tout F, 
et h E Xb C Hb. Ceci signifie que Hb est generique, et done d'indice 
borne, dans H. 

Puisque I'image d'une famille geometrique sous un automorphisme 
bdd(0)-definissable est encore geometrique avec les memes parametres 
canoniques, H est invariant sous automorphisme bdd(0)-definissable. 
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Si done un automorphisme a est definissable a I'aide de parametres 
on a que Hb — cf{Hb) est d'indice borne dans H et dans cr{H). Ainsi 
H ct cr{H) sont commensurables. 

Soit p un type generique principal Lascar-fort de G. On pose 

Y = {geG:3y^p[y^gAgeHy]}. 

Comme avant, — K est un sous-groupe de G et y contient tons les 
gencriques de K. Comme H contient ln{G) et ce dernier est normal, 
In(G') < Ry pour tout y ^ p, et In(G') <K.Siy \= p, alors HnH^ est 
d'indice borne dans H et contient un generique h de H. Alors h ^y 
et h e K. Ainsi K intersecte H dans un sous-groupe d'indice borne. 
Reciproquement, si h &Y est generique dans K,i[y ay |= p avec y X ^ 
et h e H^. Mais alors tp(/i), tp{h/y) et tp(/i^~Vy) ont les memes rangs 
locaux stratifies ; comme E H on conclut que H (1 K est d'indice 
borne dans K : On a bicn que H et K sont commensurables. 

Soit g generique principal de G, et h G K generique sur g. Alors 
il y a y 1= p avec h e et y J^h. Puisque p est generique et g 
generique principal, i\y ay' \^ p avec y'g \= p et y' ^ g. Comme h ^ g 
on pent prendre y = y' h, g par le theoreme d'independance. Alors 
fi9 g jjyg avec yg \= p et yg ^j^^h^ ; puisque yg g par genericite 
on a yg h^, d'oii E Y C K. Ainsi K est normalise par tons les 
generiques principaux de G, et done par G^. 

Soit In(G) I'intersection de K avec tous ses G-conjugues, et tous ses 
conjugues par 0-automorpliisme. C'est une intersection bornee; In(G) 
est done hyperdefinissable sur 0, et clairement normal dans G. Comme 
tous ces conjugues sont commensurables, ln(G) est commensurable 
avec K, et done avec H. Enfin, In(G) est commensurable avec tout 
conjugue par automorphisme definissable, et tout groupe F dans une 
famille geometrique I'intersecte dans un sous-groupe d'indice borne, 
puisque c'est vrai de H. 

La definition de ^'(G) et la preuve de ses proprietes sont analogues, 
en utilisant les families pseudo-geometriques. □ 

Remcirque 4.2. II se pent que In(G) soit trivial, bien que In(G) est 

non-borne; de plus, I'effet de la saturation n'cst pas evident, puisqu'un 
groupe non-sature a certes moins d'elements dans ses sous-groupes hy- 
perdefinissables, mais aussi moins de famille geometriques qui interdi- 
raient aux elements d'appartenir a In(G). En particulier, si G :^ G*, il 
n'est pas clair si In(G) = In(G*) fl G, ni meme si In(G) < In(G*). 



12 



FRANK WAGNER 



Proposition 4.3. S'il y a une famille geometrique non-triviale, In(G) 
est d'indice non-borne dans G. S'il y a une famille pseudo-geometrique 
non-hornee, ^{G) est d'indice non-home dans G. 

Demonstration : Supposons In(G') d'indice borne dans G. Soit J-" une 
famille geometrique et F, F' G J-". Alors In(G) n F n F' est d'indice 
borne dans G, et contient un generique g. Mais g E F et g E F', d'oii 
F = F'. 

Si ^(G) est d'indice borne dans G ct T est une famille pseudo- 
geometrique, soient (Fj : i E I) des groupes distincts dans F. Alors 
^(G) n Hie/ generique dans G et contient un generique g. Done 

I et T sont bornes, puisque g E Fi pour tout i e /. □ 

Remarque 4.4. Si J-" est une famille geometrique et F G J-" coupe 
In(G) dans un sous-groupe propre, soit g E F generique pour G sur 
et /i e In(G) \ F avec g ^h. Alors gh ^ F ; mais gh est toujours 
generique, et pent etre contcnu dans un autre groupe F' E T . Notons 
que si F • In(G) = F' • In(G), alors F et F' sont commensurables et 
done egaux. En particulier la famille T des images de T dans G/In(G) 
n'est plus geometrique, puisque le generique g ■ In(G) est contenu dans 
plusieurs groupes dans T . 

Proposition 4.5. Si T est une famille pseudo-geometrique dans G, 
alors I'image F de T dans G/'^{G) est une famille pseudo-geometrique. 
En particulier ^ est un radical : ^{G l^{G)) est trivial. 

Demonstration : Comme F et F • ^(G) sont commensurables pour 
F G J-", si F ■ ln(G) et un conjugue groupe- ou modele-theorique 
(F-ln(G))'^ sont commensurables, alors F et F^ sont commensurables 
et done egaux par connexite locale. Puisque In(G) est cr-invariant, 
T consiste de groupes localement connexes. Pour montrer que F est 
pseudo-geometrique, il suffit alors a montrer que tout generique de 
G/'^{G) n'est contenu que dans un nombre borne de groupes dans 

Soit g E G generique sur les parametres A qui servent a definir J-", et 
Hg I'intersection avec '^{G) de tons les F G J-" qui contiennent g. C'est 
une intersection bornee ; Hg est done d'indice borne dans ^(G). Soit p 
un type complet sur ^4, g tel que p{x) implique que x E ^(G) et gx est 
generique dans G sur A. Si a, 6 |= p et a G fe-f/gb, alors ga est dans tous 
les F G qui contiennent gh ; par consequent Hg^ < Hgi, et 



aHga C aHgh — hHgi,. 
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Montrons I'egalite. Sinon x e yHgy definit un ordre partiel < sur p avec 
a < b. Puisque p est complet, un trouve une chaine < Oi < 02 < • • • 

dc realisations de p ; par compacite il y a \= p avcc > (ii pour 
tout i < cu, et puisque la chaine {ai : i < u) est strictcmcnt croissante, 
duj > 0,1 pour tout i < uj. Recursivement on trouve ainsi une chaine 
stricte aussi longue qu'on veut, et par le theoreme d'Erdos-Rado il y a 
unc sous-chaine 4-indisccrnable infinie, qu'on nomme encore (oj : i < 
ui). Soit ip{x, yz) une formule dans y < x < z ie\ que 

tp(aoaia2a3) A p{x) A p{x') A </7(x, aoOi) A ip{x\ 0203) 

implique x ^ x' . Alors 

D{p{x) A Gq < X < ai, If, 2) = D{p{x) /\ < x < a^, (p, 2) 

> D{p{x) A ao < x < ai, ip, 2) + 1, 

une contradiction. Done Hga = Hgb et aHga = bHgi,. Ainis ga et gb sont 
contenus dans les memes groupes F E J-'. 

Autrement dit, pour /i |= p les ensembles hHgh definissent une par- 
tition de p; soit ~p la relation d'equivalence correspondante. Mais 
comme Hgh est d'indice borne dans "^{G), pour h \= p la classe hHgh 
contient un element generique h' de "^{G) sur A,g,h. Done h' ^^^h, 

^ J^Ag^^p puisque /i^^ = h'^^. Ainsi hr^^ e hdd{A,g) et il n'y a 
qu'un nombre borne de ~p-classes. 

Or, pour tout h G ^'(G) et F e tel que gh e F, comme F coupe 
^(G) dans un sous-groupe d'indice fini, il y a /i' e ^(G) HF generique 
sur A,g,h. Alors hh' est generique dans ^{G) sur A,g, et ghh' e F 
est generique dans G sur A. Comme le nombre de types p sur A, g est 
borne, et chaque type ne contient qu'un nombre borne de ~p-classes, 
et chaque ~p-classe consiste d'clcments h \= p ie\ que gh est dans les 
memes groupes F G J-", le translate g'^iG) n'intersecte qu'un nombre 
borne de groupes F & T. Puisque tout generique de G/^{G) se releve 
en un generique de G, la famille est pseudo-geometrique. 

Enfin, un element g G G/'^{G) est dans un groupe F^ d'une famille 
pseudo-geometrique pour un c si et seulement si un pre-image 

(? G G est dans le pre-image F^. ■ ^(G) de la famille J-" avec c 
Alors Ff-g fl ^(G) est non-vide et ainsi d'indice borne dans ^(G) ; soit 
g' G Ff-g n ^(G) generique dans ^(G) sur c, (?. Alors fif' J^fifjC, d'oii 
5'' l.gC et c Ainsi ^f^f'"^ c et gg'~^ G F^. Done gg'-'^ G X^., 

I'ensemble utilise dans la construction de ^(G). On pent faire la meme 
chose simultanement pour tous les pp possibles : II suffit de prendre g' 
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generique dans 

^{G)nf]F,^g 

F 

ou rintersection porte sur un ensemble de representants des groupes 
F pour les types Lascar-forts possibles de leur parametre canonique cp, 
et cp g avec g G Fcp ■ ^(G). Ainsi, gg'~^ G X et 

^(G/^(G)) < XV^(G). 

Or, XV^(G') est un groupe borne. On a done Y/^!{G) = X'^/^{G). 
Comme "^{G) est I'intersection de tons les conjugues de Y"^ groupe- 
ou modele-theoriques, I'intersection de tons les conjugues groupe- ou 
modele-theoriques de Y'^/'^{G) est bien triviale. □ 

Remarque 4.6. On pent enfin definir Inp et \E'p de la meme maniere 
que Frecon (definition I2.3p . Ce seront des sous-group es hyperdefinis- 
sables normaux, et contenus dans In(G') et "^{G), respectivement. De 
plus, 

rMllG) = ll^MG) et ^p([[G) = l[^p{G). 

i<n i<n i<n i<n 
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